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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОХОДЖЕННЯ МАТЕРІАЛУ  
ЧЕРЕЗ РОЗВАНТАЖУВАЛЬНІ ГРАТИ БАРАБАННОГО МЛИНА 
 
Постановка проблеми і стан її вирішення. При моделюванні процесів які 
протікають у барабанному млині доцільно використовувати феноменологічну 
модель – схему, яка відображає послідовність та взаємозв'язок всіх елементар-
них фізичних процесів (субпроцесів), які мають місце при проведенні техноло-
гічного процесу. Вихідні величини кожного попереднього субпроцесу є вхід-
ними для наступного. Вихідні величини останнього субпроцесу є вихідними 
величинами технологічного процесу в цілому [12]. 
У випадку барабанного млина доцільно розглядати мінімум два субпроцеси:  
1) рух матеріалу в проточній частині барабанного млина;  
2) процеси у розвантажувальному вузлі барабанного млина. При цьому 
суб-процес проходження матеріалу через розвантажувальні грати барабанного 
млина належить до другої позиції. 
Розвантажувальна решітка є одним з основних елементів розвантажуваль-
ного пристрою млина. Вона забезпечує підтримку необхідного рівня подрібню-
ваного матеріалу в барабані млина. Пропускна здатність грат залежить від 
площі отворів, їх форми, розмірів і профілю робочої поверхні грат. 
Відомо ряд робіт з моделювання барабанного млина та його окремих вуз-
лів, технологічного процесу подрібнення у млині. Так у [1-3] наведена динаміч-
на модель барабанного млина, обґрунтоване розділення її на парціальні систе-
ми. Барабан з продуктами завантаження розглянуто як фізичний маятник. У ро-
боті [4] застосовано декілька підходів до моделювання процесів у барабанному 
млині. По-перше, на підставі дослідження напружень у шматках породи в шарі 
завантаження методом скінченних елементів на базі пакета Solidworks показано 
вплив зсувних напружень на елементи завантаження. Показано, що механізм 
руйнування в барабані кульового млина з гумовою футеровкою заснований на 
наявності концентрації зсувних напружень. Розроблена модель [4] дозволяє ро-
зрахувати максимальні й мінімальні навантаження в елементах внутрішньом-
линового завантаження (руда, кулі, вода, футерівка) при кульовому подрібненні 
магнетитових кварцитів з урахуванням форми й матеріалу футеровки. По-
друге, в цій же роботі одержана стохастична модель кінетики подрібнення по-
лідисперсної сировини з використанням ланцюгів Маркова. По-третє, виконано 
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імітаційне моделювання кінетики подрібнення. Як середовище моделювання 
було обрано AnyLogic [4]. Установлено, що при подрібнені магнетитових квар-
цитів у кульових млинах в умовах всебічного нерівномірно-компонентного сти-
снення контактними силами має місце енергозберігаючий механізм руйнуван-
ня, який реалізується за рахунок наявності концентрацій максимальних зсувних 
напружень, які виникають у точках поперечного перерізу шматка руди, розта-
шованих на його нейтральній осі, що визначать концентрацію максимальних 
нормальних напружень у руді. 
Авторами [5] подано основним математичний апарат опису технологічного 
процесу подрібнення корисних копалин у кульовому млині. 
Автором [6] розглянуто задачу моделювання картин руху внутрішньока-
мерного завантаження барабанного млина. Застосовано аналітико-
експериментальний метод досліджень. Побудована модель та виконано візуалі-
зацію картин трифазного режиму руху завантаження у поперечному перерізі 
камери. 
В роботі [7] запропонована комбінована модель технологічного процесу 
подрібнення рудних матеріалів в кульових барабанних млинах, що включає 
прогнозну, ідентифікуючу і нечітку складові. Вона адаптивна до зміни стану 
зовнішнього середовища. Для оцінки параметрів моделі пропонується викорис-
товувати апарат гібридних нейронних мереж. Розроблена модель може бути ви-
користана для управління процесом подрібнення. 
У статті [8] представлений огляд існуючої методології та практики в обла-
сті моделювання і управління процесом подрібнення в промислових кульових 
млинах. 
У статті [9] крім огляду існуючих методів запропоновано авторський під-
хід до моделювання кульових млинів, який полягає, по-перше, у використанні 
суб-моделей, які успішно описують різні механізми подрібнення, враховують 
також масу зернистого матеріалу захопленого в кожному зіткненні, визначають 
ймовірність руйнування різними способами і враховують ефект ослаблення ча-
стинок при багаторазових зіткненнях. Підкреслено, що при моделюванні вихід-
на інформація, яка найбільше цікавить науковців і практиків – крупність та гра-
нулометричний склад одержуваного матеріалу та енергетичні витрати на подрі-
бнення (помел). Крім того, дається огляд літератури щодо застосування моде-
лей на основі розподіленої інформації енергії зіткнення в барабанних млинах, 
зокрема кульових, аналізуються запропоновані критично різні підходи, оціню-
ється готовність різних моделей для використання при оптимізації роботи і 
проектуванні кульових млинів. 
У статті [10] авторства китайських та мексиканських дослідників підкрес-
люється, що навантаження кульового млина по пульпі є ключовим параметром 
для процесу, який впливає на продуктивність, якість і споживання енергії необ-
хідної для подрібнення. Автори пропонують навантаження кульового млина 
оцінювати за вібрацією його корпуса. Зазначено, що сигнал від датчика підда-
ють швидкому перетворенню Фур'є і аналізують також окремі гармоніки та пі-
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ки. Визначають спектральну густину потужності – функцію, що описує розпо-
діл потужності сигналу в залежності від частоти, тобто потужність, що припа-
дає на одиничний інтервал частоти. Для визначення навантаження кульового 
млина застосовують метод опорних векторів. Експериментальні результати по-
казують, що запропонована модель з т.зв. м'яким датчиком (soft sensor model) 
має більш високу точність і кращу прогностичну продуктивність, ніж інші нор-
мальні підходи. 
У статті [11] підкреслюється наявність великого числа експериментальних 
методів і опублікованих даних з подрібнення матеріалів у млинах. Водночас, 
порівняно мало інформації про механізм руйнування частинок у робочому про-
сторі млина. Робота досліджує руйнування частинок від падаючої сталевої ку-
льки в необмежених умовах, такі, як ті, які, ймовірно, мають місце в барабан-
них млинах. Досліджено вплив на подрібнення  розміру часток, енергії удару, 
розміру кулі і конфігурації середовища, розроблена математична модель, яка 
описує вплив всіх цих змінних. Ця модель була відкалібрована і перевірена з 
використанням даних по кварцу, вапняку і мідній руді. 
Мета статті – аналітичне моделювання процесу проходження матеріалу 
через розвантажувальні грати барабанного млина. 
Виклад основного матеріалу. В даний час розвантажувальні грати бара-
банного млина виготовляються у вигляді радіальних секторів з круглими, квад-
ратними або щілинними отворами. У разі рівномірного розташування отворів за 
площею секторів розвантажувальних грат, для характеристики їх пропускної 
спроможності (витрати пульпи із заданою величиною подрібнюючого матеріа-
лу) введемо коефіцієнт, який залежить від конструкції грат і форми їх отворів: 
 
F
Fk 00 = ,      (1) 
 
де F0 – загальна площа всіх отворів грат, м2; F – сумарна площа секторів грат, м2. 
При одному і тому ж рівні пульпи в барабані млина витрата пульпи пропо-
рційна  k0. 
Розглянемо потік пульпи з циліндрового барабана радіусом = 0,5D (діа-
метр D млина в світлі) через вертикальні розвантажувальні грати. 
Елементарний елемент розвантажувальних грат dF можна представити як 
елементарний майданчик отвору з площею dF0 
 
dF0 = k0 dF.      (2) 
 
При безперервній рівномірній подачі матеріалу і води в млин потік пульпи 
через кожен отвір у вертикальній стінці відбувається при постійному напору 
потоку Ні. Напір потоку Ні розглядаємо як питому енергію потоку в перетині на 
рівні вільної поверхні, відносно щодо центру перетину отвору. Тому середню 
швидкість пульпи в перетинах отворів, розташованих на глибині Ні під вільною 
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поверхнею знаходимо з рівняння Д. Бернуллі: 
 
gHu ii 2ϕ= ,      (3) 
 
де ui  – середня швидкість пульпи, м/с; g – прискорення вільного падіння, м/с2;  
φ – коефіцієнт швидкості, враховує вплив гідравлічних опорів на швидкість за-
кінчення. 
До отворів частинки пульпи рухаються з усіх боків по криволінійних трає-
кторіях. Унаслідок інертності частинок струмінь стискається при виході пульпи 
з отвору. На стиснення струменя впливає форма отвору і наявність грудкувато-
го матеріалу перед отвором. Внаслідок цього перетин струменя істотно перет-
ворюється. Особливість витоку пульпи з млинів – стиснення струменя на деякій 





e c= ,      (4) 
 
де fc – площа перетину струменя, м2; f0 – площа отвору, м2.  
Витрати через отвір дорівнюють: 
 
iii gHfkEQ 2000 ϕ= .    (5) 
 
Введемо коефіцієнт витрати отвору α1: 
 
iE ϕα 11 = .      (6) 
 
Кожен отвір має свої значення коефіцієнта стиснення, коефіцієнта швид-
кості і коефіцієнта витрати αр. 
Загальні витрати через розвантажувальні грати барабанного млина пред-
ставимо у вигляді суми витрат через п отворів, прийнявши середнє значення 












00100 22 αα .   (7) 
 
При динамічній рівновазі рівень вільної поверхні пульпи перед гратами 
встановлюється залежно від притоку і витрати пульпи через грати. 
Встановимо аналітичну залежність між витратами пульпи Q і рівнем віль-
ної поверхні Н перед гратами: 
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∫∫ == udFdQQ ,     (8) 
 
де dF = 2k0bdh – елементарна площа отворів на глибині h.  
Швидкість потоку на цій глибині рівна u: 
 
gHи 2ϕ=
.      (9) 
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3/с.  (14) 
 
Як показує аналіз отриманої залежності, її можна замінити наближеним 
значенням. Площу змоченого сегменту Fc визначимо з геометричних міркувань 
з параметрів:  
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2 2RHRHHHRHHF nc piϕ=−=−=  м2   (17) 
 
де nϕ  – ступінь заповнення барабана пульпою (частки одиниці); L, Н – відпові-
дно основа і висота сегменту. 
Витрату пульпи виразимо через середню теоретичну швидкість потоку Uc 
в центрі ваги сегменту, прийнявши напір витікання Hc рівним: 
 
jc HHH += 3
1
,     (18) 
 




2( 22 gHRH j ϖ−=  м;    (19) 
 
ϖ
 – кутова швидкість обертання барабана. 
 








22 ϖϖϖ HRHRgHgHU cc +−+== .  (21) 
 










2 2222 ϖϖϖϖ RgHRRRgHUc +=+−+= м/с ,  (22) 
 
де g – прискорення сили тяжіння, м/с2 . 
 
Пропускна спроможність розвантажувальних решіток дорівнює: 
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+−= ϖα RgHRHkQ p .     (23) 
 
За експериментальними даними при ламінарному потоці пульпи через 
отвори розвантажувальних решіток коефіцієнт витрати pα  залежить від густини 








,      (24) 
 
де f – площа отвору, м2; х – змочений периметр отвору, м. 












+= ϖα DgDQH p .   (25) 
 
Оскільки коефіцієнт витрати pα  залежить від швидкості витікання пульпи 
рішення задачі можливе методом послідовних наближень. 
 
Висновок 
Одержані аналітичні залежності можуть бути використані як наукова ос-
нова для розробки нових конструкцій вузлів проточної частини барабанних 
млинів з урахуванням основних параметрів її роботи: витрати і швидкості пото-
ку пульпи (формули 22 і 23) і рівня пульпи перед розвантажувальними гратами 
(формула 25). 
Окрім цього, ці викладки є теоретичною базою для розробки програми імі-
таційного моделювання кінетики руху пульпи в проточній частині барабанного 
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